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Rendite perpetue
Immaginiamo di aver fissato un tasso i, studiamo al variare del numero
di rate n il comportamento della successione xn = an|i . Essendo:
an|i =
n∑
k=1
(1 + i)−k ,
l’analisi del comportamento di an|i e` ricondotta allo studio della serie
geometrica convergente di ragione v = (1 + i)−1,
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abbiamo
lim
n→∞ an|i = a∞|i =
v
1− v =
1
1+i
1− 1
1+i
=
1
i
.
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Abbiamo cos`ı introdotto la nozione di rendita perpetua.
a∞|i e` il valore attuale della rendita costituita da infinite rate perio-
diche unitarie.
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Indici temporali di una rendita
Scadenza media aritmetica
I capitali C1, . . . , Cn sono impiegati per i tempi t1, . . . , tn al tasso i.
La scadenza media aritmetica della rendita e`
t =
n∑
s=1
tsCs
n∑
s=1
Cs
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Indici temporali di una rendita
Scadenza media finanziaria
I capitali C1, . . . , Cn sono impiegati per i tempi t1, . . . , tn al tasso i.
La scadenza media finzanziaria della rendita e` il tempo t∗ tale per cui
il valore attuale della rendita R = (ts, Cs) sia uguale al valore attuale
dell’unica posta
n∑
s=1
Cs al tempo t
∗.
t∗ =
ln
(
n∑
s=1
Cs
)
− ln
(
n∑
s=1
Cs (1 + i)
−ts
)
ln (1 + i)
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Indici temporali di una rendita
Durata media finanziaria
La durata media finanziaria (inglese duration) viene introdotta per
raffinare il concetto di scadenza media aritmetica: si tien conto di
tassi di valutazione is relativi al periodo [0, s]
D =
n∑
s=1
tsCs (1 + is)
−ts
n∑
s=1
Cs (1 + is)
−ts
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La duration e` il baricentro delle scadenze opportunamente pesate: e` un
punto dove si realizza una sorta di equilibrio. Puo` essere quindi usato
per scegliere fra diverse opzioni di investimento. Se ci aspettiamo che
i tassi di interesse diminuiscano sceglieremo operazioni finanziare con
duration piu` elevata, volendo far durare piu` a lungo le vecchie ope-
razioni intraprese. Se ci aspettiamo che i tassi di interesse crescano,
allora preferiamo operazioni con duration piu` bassa, cos`ı che le ope-
razioni in essere finiscano prima e si possano reinvestire ad un tasso
piu` elevato.
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Indici temporali per la rendita periodica costante
• Scadenza media aritmetica
t =
n∑
s=1
tsCs
n∑
s=1
Cs
=
C
n∑
s=1
s
nC
=
n + 1
2
9/24 Pi?
22333ML232
Indici temporali per la rendita periodica costante
• Scadenza media aritmetica
t =
n∑
s=1
tsCs
n∑
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• Scadenza media finanziaria
t∗ =
ln
(
n∑
s=1
Cs
)
− ln
(
n∑
s=1
Cs (1 + i)
−ts
)
ln (1 + i)
=
ln
n
an|i
ln(1 + i)
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Che rapporto c’e` fra scadenza media aritmetica e scadenza media
finanziaria?
La risposta ce la da la formula di Taylor
t∗ =
n + 1
2
− 1
24
(
n2 − 1) i + · · ·
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Che rapporto c’e` fra scadenza media aritmetica e scadenza media
finanziaria?
La risposta ce la da la formula di Taylor
t∗ =
n + 1
2
− 1
24
(
n2 − 1) i + · · ·
Usando piu` termini
t∗ =
n + 1
2
− 1
24
(
n2 − 1) i + 1
48
(
n2 − 1) i2 + (n2 − 39) (n2 − 1)
2880
i3
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• Durata media finanziaria struttura piatta dei tassi: i1 = i2 = · · · =
in = i
D =
n∑
s=1
tsCs (1 + is)
−ts
n∑
s=1
Cs (1 + is)
−ts
=
C
n∑
s=1
s (1 + i)−s
C
n∑
s=1
(1 + i)−s
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• Durata media finanziaria struttura piatta dei tassi: i1 = i2 = · · · =
in = i
D =
n∑
s=1
tsCs (1 + is)
−ts
n∑
s=1
Cs (1 + is)
−ts
=
C
n∑
s=1
s (1 + i)−s
C
n∑
s=1
(1 + i)−s
Abbiamo bisogno della formula
n∑
s=1
svs =
v
(
nvn+1 − (n + 1)vn + 1)
(1− v)2
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che ci porta alla formula
n∑
s=1
svs
n∑
s=1
vs
= n +
1
1− v −
n
1− vn
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che ci porta alla formula
n∑
s=1
svs
n∑
s=1
vs
= n +
1
1− v −
n
1− vn
da cui con v = (1 + i)−1
D =
1 + i
i
− n
(1 + i)n − 1
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Nell’potesi di struttura piatta dei tassi: i1 = i2 = · · · = in = i la
duration e` collegata al valore attuale della rendita
Teorema
Se la durata media finanziaria D = D(i) della rendita R = (ts, Cs),
riferita alla struttura piatta dei tassi i1 = i2 = · · · = in = i e` pensata
come funzione del tasso i, allora vale
V (R, 0) =
(
n∑
s=1
Cs
)
exp
(
−
∫ i
0
D(r)
1 + r
dr
)
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L’immunizzazione finanziaria e` una strategia matematica volta
a neutralizzare gli effetti della variazione del tasso di valutazione di
un investimento su di un portafoglio attivo (crediti) o passivo (de-
biti). Assegnata una rendita temporanea di n termini R = (ts, Cs)
(investimento) il suo valore al tempo t ed al tasso i
V (i, t) =
n∑
s=1
Cs(1 + i)
t−ts
costituisce l’oggetto della immunizzazione.
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0 t1 t2 ts-1 t ts tn
C1 C2 Cs-1 V Hi,tL Cs Cn
Figura 1: Asse dei tempi per V (i, t)
Pensiamo ora al valore della rendita calcolato al tempo t come funzione
del tasso i. Il portafoglio sara` immunizzato rispetto al rischio di tasso
se una variazione di tasso da i a i + ∆i non produce variazione del
valore del portafoglio.
15/24 Pi?
22333ML232
0 t1 t2 ts-1 t ts tn
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Figura 1: Asse dei tempi per V (i, t)
Pensiamo ora al valore della rendita calcolato al tempo t come funzione
del tasso i. Il portafoglio sara` immunizzato rispetto al rischio di tasso
se una variazione di tasso da i a i + ∆i non produce variazione del
valore del portafoglio.
D’altra parte a seguito della variazione del tasso il valore si modifica
secondo la relazione
∆V = V (i + ∆i, t)− V (i, t)
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dunque ci si immunizza scegliendo la durata temporale dell’investi-
mento che annulla ∆V
Se sviluppiamo in serie di Taylor arrestata al primo ordine troviamo
∆V = V (i + ∆i, t)− V (i, t) = ∂V
∂i
(i, t) ·∆i + R1(V (i), i)
con R1(V (i), i) tale che
lim
∆i→0
R1(V (i), i)
∆i
= 0
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con R1(V (i), i) tale che
lim
∆i→0
R1(V (i), i)
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= 0
Dunque per essere in una situazione di immunizzazione occorre che il
tempo di detenzione del portafoglio soddisfi
∂V
∂i
(i, t) = 0
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Teorema di Fisher-Weil
Il tempo di immunizzazione del portafoglio R = (ts, Cs) coincide con
la durata media finanziaria del portafoglio.
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Teorema di Fisher-Weil
Il tempo di immunizzazione del portafoglio R = (ts, Cs) coincide con
la durata media finanziaria del portafoglio.
Calcoliamo la derivata, rispetto al tasso i del valore del portafoglio
∂V
∂i
(i, t) =
n∑
s=1
(t− ts)Cs(1 + i)t−ts−1
Poi cerchiamo il tempo t che annulla la derivata
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0 = t
n∑
s=1
Cs(1 + i)
t−ts−1 −
n∑
s=1
tsCs(1 + i)
t−ts−1
= t (1 + i)t−1
n∑
s=1
Cs(1 + i)
−ts − (1 + i)t−1
n∑
s=1
tsCs(1 + i)
−ts
ricavando t dall’ultima espressione otteniamo il tempo di immunizza-
zione
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0 = t
n∑
s=1
Cs(1 + i)
t−ts−1 −
n∑
s=1
tsCs(1 + i)
t−ts−1
= t (1 + i)t−1
n∑
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−ts − (1 + i)t−1
n∑
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ricavando t dall’ultima espressione otteniamo il tempo di immunizza-
zione
t =
(1 + i)t−1
n∑
s=1
tsCs(1 + i)
−ts
(1 + i)t−1
n∑
s=1
Cs(1 + i)
−ts
=
n∑
s=1
tsCs(1 + i)
−ts
n∑
s=1
Cs(1 + i)
−ts
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Rendite in progressione aritmetica
Una Progressione aritmetica e` una successione di numeri reali
(xn) in cui la differenza d fra due termini successivi e` costante.
xn − xn−1 = d. (1)
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(xn) e` individuata univocamente se si assegna il primo termine x1.
Infatti se poniamo x1 = a ∈ R:
x1 = a, x2 = a + d, x3 = a + 2d, . . .
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xn − xn−1 = d. (1)
(xn) e` individuata univocamente se si assegna il primo termine x1.
Infatti se poniamo x1 = a ∈ R:
x1 = a, x2 = a + d, x3 = a + 2d, . . .
ragionando induttivamente per ogni n ∈ N :
xn = a + (n− 1) d. (1′)
a e` detto primo termine e d la ragione.
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Teorema
Sia (xn) una progressione aritmetica di primo termine x1 e ragione d,
si ha:
n∑
k=1
xk =
n
2
(x1 + xn) . (2)
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Montante di una rendita in progressione aritmetica
Regime semplice
Sia ρ la ragione e C il primo termine Ck = C + (k − 1)ρ.
1 2 nk. . . . . . . . . . .
! !!
O + 1
C C C C
. . . . . . . . . . .
+++ k (n - 1)
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Regime semplice
Sia ρ la ragione e C il primo termine Ck = C + (k − 1)ρ.
1 2 nk. . . . . . . . . . .
! !!
O + 1
C C C C
. . . . . . . . . . .
+++ k (n - 1)
Il montante e`:
Vn =
n∑
k=1
Ck [1 + i (n− k)]
= C
[
n +
n(n− 1)
2
i
]
+ ρ
[
n(n− 1)
2
+
n(n− 1)(n− 2)
6
i
]
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la formula si puo` scrivere usando i coefficienti binomiali
Vn = C
[(
n
1
)
+ i
(
n
2
)]
+ ρ
[(
n
2
)
+ i
(
n
3
)]
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Costituire in regime semplice al tasso i = 0, 025 il capitale 3 000 con
trenta versamenti in progressione aritmetica, in modo che il trentesimo
versamento sia il doppio del primo.
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Costituire in regime semplice al tasso i = 0, 025 il capitale 3 000 con
trenta versamenti in progressione aritmetica, in modo che il trentesimo
versamento sia il doppio del primo.
Bisogna imporre che il montante della rendita in progressione arit-
metica sia 3 000 scrivendo la formula per n = 30 unitamente alla
condizione C30 = 2C
V30 = C(30 + 435i) + ρ(435 + 4060i)
C30 = C + 29ρ = 2C
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Sostituendo il tasso i = 0, 025 = 140 ottengo il sistema
327C
8
+
1073ρ
2
= 3000
C = 29ρ
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Sostituendo il tasso i = 0, 025 = 140 ottengo il sistema
327C
8
+
1073ρ
2
= 3000
C = 29ρ
C =
960
19
' 50, 5263, ρ = 960
551
' 1.74229
NB la somma netta dei versamenti e`
15
(
960
19
+
1920
19
)
=
43200
19
' 2273, 68
